POLYNOME DE BERNSTEIN-SATO GENERIQUE 

LOCAL 



ROUCHDI BAHLOUL 



Resume. Etant donnee une famille de fonctions analytiques en 
G C" parametree par un espace lisse, nous etudions le polynome 
de Bernstein de la fibre sur une variete irreductible V de l'espace 
des parametres et nous montrons qu'il est generiquement con- 
stant. Nous montrons que ce polynome b satisfait une equation 
fonctionnellc gcnerique sur V et Ton derive une stratification con- 
structible de l'espace des parametres par le polynome de Bernstein 
de la fibre. Lorsque Phypersurface admet generiquement une sin- 
gularite unique en G C" nous montrons que b est le polynome de 
Bernstein generique au sens de Briangon-Geandier-Maisonobe. Les 
outils utilises sont une generalisation formelle d'un algorithme de 
Oaku calculant le polynome de Bernstein local et les bases standard 
generiques recemment etudiees par l'auteur. 



Introduction et motivations 

Le polynome de Bernstein (ou 6-fonction) a ete introduit de maniere 
independante par I. N. Bernstein |Ber72j et M. Sato |SS72j . Son ex- 
istence a ete demontree par Bernstein dans le cas polynomial et par 
J. E. Bjork Bj673 dans le cas analytique et formel (voir aussi |Bjo79| ) 
ainsi que par M. Kashiwara |Kas76j qui demontra en plus la ratio- 
nalite des racines du polynome de Bernstein analytique. Dans le cas de 
plusieurs fonctions analytiques, l'existence de polynomes de Bernstein 
revient a C. Sabbah ( Sab87a, Sab87b j5 voir aussi |Gyo93| et |Bah05| ) . 



Ici, nous nous interessons au polynome de Bernstein d'une fonction 
analytique dependant de parametres. 

On sait depuis les travaux de D. T. Le et C. P. Ramanujam |Le73t 
ILR76| qu'une deformation a nombre de Milnor /i constant d'une sin- 
gularity isolee d'hypersurface conserve son type topologique ainsi que 
la classe de conjugaison de sa monodromie locale. Ceci combine aux 
travaux de B. Malgrange [Mal74j liant la monodromie et les racines 
du polynome de Bernstein local nous dit que les racines de ce dernier 
restent inchangees modulo Z. Cependant ses racines ne sont pas con- 
stantes (voir par exemple T. Yano |Yan 78j ) 
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F. Geandier |Gea89tlGea91| a etudie de maniere etendue le polynome 
de Bernstein associe a une deformation a un parametre d'une hyper- 
surface a singularite isolee avec une etude du polynome de Bernstein 
generique et relatif (ou "en famine"). J. Briangon, F. Geandier et 
Ph. Maisonobc [BGM92 ont generalise et complete l'etude precedente 
au cas de plusieurs parametres, toujours dans le cas d'une deformation 
d'une singularite isolee. 

Dans |BGMM89| . J. Briangon, M. Granger, Ph. Maisonobe et M. 
Miniconi ont donne un algorithme de calcul du polynome de Bern- 
stein pour une fonction semi-quasi-homogene ou non degeneree au 
sens de Kouchnirenko. C'est aussi la que la notion de polynome de 
Bernstein generique fut introduite avec le calcul exact dans le cas 
d'une deformation semi-universelle a deux variables. Dans le meme es- 
prit, citons egalement les travaux de P. Cassou-Nogues |Cas86[ lGas87[ 

rag. 

T. Oaku Oak97b j a donne un algorithme (sans conditions) de cal- 
cul du polynome de Bernstein local et global associe a un polynome. 
Ces algorithmes sont bases sur les bases de Grobner dans des anneaux 
d'operateurs differentiels polynomiaux. Dans [Oak97aJ, il a initie une 
etude parametrique de ses algorithmes. Ceci a permis a A. Leykin 
|Ley01| d'obtenir un resultat de constructibilite concernant le polynome 
de Bernstein global pour un polynome dependant de parametres (voir 
aussi |BM02| et |Ban03ap . 

Ce rappel historique (non exhaustif ) etant fait, introduisons le present 
travail. 

On fixe deux entiers n,m > 0. Pour commencer, considerons une 
fonction polynomiale / = f(x,y) G k[a;,i/] ou x = (xi,...,x n ) est 
le systeme de variables principales et y = (yi, ■ ■ ■ ,y m ) est vu comme 
parametre (et k est un corps de caracteristique zero). II est bien connu 
que le polynome de Bernstein generique global est non nul (voir Biosca 
[Bio96a, Bio96b pour k = C, [Bah03h| en general). De plus nous savons 
qu'il est egal au polynome de Bernstein usuel de / vu dans Frac(k[y]) [x] 
et nous savons enfin qu'il est egal au polynome de Bernstein de la fibre 
generique (voir |Ley01| , voir aussi [BMQ2j et |Bah03aj ). 

Plus generalement on peut considerer le polynome de Bernstein de 
la classe (f)g de / modulo un ideal premier Q C k[y], vue dans 
Frac(k[y]/Q)[x] (ce que, dans Bah03b], nous avons appele polynome 
de Bernstein generique de / sur V(Q) C Spec(k[y])) et Ton montre 
alors que d'une part il satisfait une equation fonctionnelle "generique" 
( |Bah03b] ) et d'autre part c'est le polynome de Bernstein de la fibre 
generique sur V(Q) (voir les trois references ci-dessus). 

Maintenant si / est un germe de fonction analytique dans C{x, y}, 
nous pouvons faire une construction similaire : voir / dans C[[x]] avec 
C = C{y} et considerer le polynome de Bernstein formel de / vu dans 
Frac(C) [[x]} (dont l'existence est assuree par |Bjo73| ). Plus generalement, 
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etant donne Q G Spec(C), on voit / dans on considere sa classe 

modulo Q que Ton voit dans Frac(C/<2)[[x]] et enfin on prend son 
polynome de Bernstein formel b. Avec ce polynome b, a-t-on des resultats 
similaires a ceux du cas global rappeles ci-dessus? Nous savons que 
les choses sont plus complexes dans le cas local puisque par exem- 
ple, le polynome de Bernstein generique n'existe pas toujours (Biosca 
Bio96a, Bio96b ). Le but du present travail est de mieux comprendre 
le role joue par b. Bien qu'il soit defini de maniere algebrique, nous 
montrons qu'il a un role geometrique naturel et nous faisons le lien 
avec le travail de Briangon et al. IBGM92) . 

Note. Dans la suite, pour plus de generality et aussi pour adherer aux 
notations generalement utilisees, nous travaillerons sur un polydisque 
compact Z = X x Y c C™ x C m (X pouvant etre nul). Si O designe 
le faisceau des fonctions holomorphes sur <C n+m alors on notera Oz 
les sections globales du faisceau 0\z restreint a Z. L'anneau Oz est 
noetherien (Frisch, |Fri67j ) . Cette noetherianite nous sera necessaire 
pour terminer la preuve du theoreme principal. Dans la suite, nous 
n'aurons pas besoin de reduire le diametre des polydisques sauf celui 
de Y dans la demonstration du corollaireElet de la remarqueHfc) (nous 
n'en ferons pas mention explicite). 

Remerciements. Je remercie Michel Granger qui, en fevrier 2004, m'a 
aide a trouver une erreur dans une version preliminaire ainsi que pour 
des discussions eclairantes. Ce travail est effectue dans le cadre d'une 
bourse post-doctorale FY2003 de la JSPS. 

I. Enonce des resultats principaux 

Soient X C C n et Y C C m des polydisques compactes centres en 0, 
Z = X x Y et / une fonction analytique sur Z telle que l'hypersurface 
W = / _1 (0) C Z contienne 0. Pour y G Y, W y est l'hypersurface de X 
definie par /j:ih f(x,y). 

V z /y designe l'anneau des operateurs differentiels relatifs. C'est le 
sous anneau de V z constitue d'operateurs sans derivation par rapport 
aux yi. Suivant [BM02J, introduisons C(s,d t ) l'algebre C[s, d t ) modulo 
la relation d t s = sd t — s et V z (s, d t ) = T> z ® C(s, d t ). Si t designe une 
nouvelle variable alors 1' identification s = —d t t fournit les inclusions 
d'anneaux : T>z[s] C Vz(s,d t ) C T>z x c- Cette identification provient 
du fait que le module libre Oz[l/ f, s] ■ f s est un D^xic-module et que 
Taction de s coincide avec celle de — d t t (voir Malgrange |Mal74j ) . 

Soit C = Oy (l'anneau des parametres) et Q G Spec(C). On voit / 
dans C[[x}} et on note [f]g G (C/Q)[[x]] la serie obtenue en prenant 
la classe modulo Q des coefficients de /. Enfin, on note (/)q la serie 
precedente vue dans Frac(C/<2)[[x]]. 

Theoreme 1. Soit b(s) G Frac(C/Q)[s] le polynome de Bernstein 
(formel) de (/)q alors : 
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(1) 



(i) : b(s) est a racines rationnelles. 

(ii) : b(s) est le polynome unitaire de plus has degre dans C[s] tel 
qu'il existe h(x,y) G Oz tel que 

'h(x,y) ■ b(s)f s G V z/Y [s] ■ f s+1 + Q ■ V z/Y (s,d t ) ■ f s 
avec h(0,y) G O y \ Q. 

(iii) : II existe h! G Oy \ Q tel que pour tout y G V(Q) \ V(h'), 
b(s) est le polynome de Bernstein local (en x = 0) de f y . 

Remarque 1. (a) Le polynome de Bernstein b g d'un g G k[[x]] (k 
etant un corps de caracteristique nulle) est non nul (Bjork Bj o73| j 
ainsi notre polynome b(s) est non nul. Par contre le fait que b g 
soit a racines rationnelles est a notre connaissance une question 
ouverte done le point (i) du theoreme necessite une demonstration. 

(b) Dans (ii) ; la specialisation en y G V(Q) \ V(h(0,y)) fait de 
b(s) un polynome de Bernstein de f yo . D'apres (iii), e'est en fait 
le polynome de Bernstein de f yo si de plus h'(yo) ^ 0. 

(c) La relation (QJ) est en general fausse si Von remplace T>z/Y{s,d t ) 
par T>z/y[s] (voir la demonstration en section 2). 

(d) Supposons Q = (0). Le point (ii) etablit le fait que le polynome 
b(s) (polynome de Bernstein formel de f vue dans Frac(Cy)[[x]] y ) 
est solution de V equation (Op (et e'est en fait dans C[s] le generateur 
de I 'ideal des solutions). Dans Bio9(33 Sect. 2.7], H. Biosca se 
pose le probleme inverse. Elle se donne V equation (QJj et en cherche 
une solution ( en fait elle travaille avec plusieurs fonctions fj) et 
elle montre qu'un itere d'un polynome de Bernstein absolu local en 
(x, y) = est une solution. En consequence de (ii), nous obtenons : 
il existe N G N tel que le polynome b(s) divise bf(s) ■ • • 6/(s + N) 
ce qui au passage implique le point (i) de notre theoreme ( qrdce a 
[Kas76j. lei 6/ est le polynome de Bernstein (absolu) de f. 

(e) D'un point de vue geometrique, b(s) n'est interessant que si f 
n'est pas generiquement lisse sur V(Q) sinon d'apres (iii) : b(s) = 
s + 1 si f y (0) = pour y generique dans V(Q) et b(s) = 1 sinon. 

Si / est polynomiale, nous pouvons preciser le point (ii) du theoreme 
precedent. De fagon plus generate, soit C un anneau commutatif, integre, 
unitaire et contenant les nombres ratio nnels et soit / G C[x] (e'est le 
cadre de lBah03bj ). Notons A„(C) l'algebre de Weyl au dessus de C 
et posons A n (C)(s,d t ) = A n (C) <S>q Q(s,d t ). Pour Q G Spec(C), con- 
siderons (/)q qui est done dans Frac(C/Q)[x]. Puisque Frac(C/<2) est 
de caracteristique nulle (car Q est inclus dans C), b(s) le polynome de 
Bernstein formel de (/)q est a racines rationnelles (voir |Brij . voir aussi 
|Bah03b| ). 
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Proposition 1. Le polyndme b(s) est le polyndme unitaire de plus has 
degre dans C[s] tel que 



(2) 



h(x) ■ b(s)f s e A n (C)[s] ■ f s+1 + Q ■ A n (C){s,d t ) ■ f* 
avec h(x) G C[x] et h(0) G C \ Q. 



Remarque 2. Notons b g i b(s) le polyndme de Bernstein global de (/)g 
alors c'est le polyndme unitaire de plus bas degre dans C[s] realisant 



(3) 



h ■ b glob (s)f s G A n (C)[s] ■ f s+1 + Q ■ A n (C)(s, d t ) ■ f s 
avec h 6 C \ Q. 



Autrement dit, c'est le polyndme de Bernstein generique global de f 
sur V(Q) ce qui complete [Bah03b|. 

Revenons a la situation de depart : / G Oxxy- Comme consequence 
du theoreme d nous obtenons le resultat de constructibilite suivant : 

Corollaire 1. La partition de Y definie par le polyndme de Bernstein 
de f y est constructible. 

Voici le dernier des principaux resultats que nous demontrerons. 

Corollaire 2. Supposons que generiquementsurV(Q), le lieu singulier 
relatif de f se projette sur par la projection canonique Z — > X . Alors 
le polyndme b(s) du theoreme Q est le polyndme unitaire de plus bas 
degre dans C[s] pour lequel il existe H e Oy \ Q tel que : 

(4) H(y) ■ b(s)f E V z/Y [s] ■ f s+1 + Q ■ V z/Y (s,d t ) ■ f. 

Si Q = (0), cela nous dit que b(s) est le polynome de Bernstein 
generique de / au sens de Briangon et al. BGM92J. Remarquons cepen- 
dant que dans ce corollaire, on ne suppose rien sur / . On est done en 
dehors du cadre etudie dans loc. cit. 

Pour finir, decrivons la structure de Particle. Dans un premier temps 
(section 2), nous demontrons la proposition d et la remarque El Nous 
demontrons aussi les corollaires Q et El et l'assertion (c) de la remarque 
[U supposant aquis le theoreme [U Le reste du papier est consacre a 
le demontrer. Nous rappelons (section 3) ce qui nous sera necessaire 
concernant les bases standard generiques Bah04j, puis nous donnons 
(section 4) un algorithme (infini) de calcul du polynome de Bernstein 
formel pour / G k[[x]] (il s'agit d'une generalisation d'un algorithme de 
T. Oaku [Oak97bJ). En section 5, nous debutons la preuve du Th.[T]qui 
consiste a suivre l'algorithme pas a pas. Une premiere etape consiste 
en l'elimination de variables globales que sont d t et les d Xi , la seconde, 
plus technique, est une "elimination" des variables locales X{. A la fin 
de la premiere etape nous serons en mesure de demontrer (i) puis (iii). 
La derniere section est consacree a la preuve de (ii) ; cela passe par 
l'etablissement d'une relation fonctionnelle generique formelle puis un 
"passage du formel a l'analytique" inspire de [BM90j . 
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2. Premieres demonstrations 

Ici nous demontrons des resultats dont la preuve est independante du 
reste du papier : la proposition [H la remarque |21; et supposant acquis 
le theoreme EJ les deux corollaires ainsi que le (c) de la remarque 

Demonstration de la proposition^ Si c(s) G C[s] satisfait (J2J) alors il 
est un polynome de Bernstein local de (/)g et est done multiple de 
b(s) done il suffit de montrer que b(s) satisfait (J2J). II est bien connu 
que le polynome de Bernstein formel d'un polynome g G k[x] est le 
plus petit polynome unitaire tel que q(x)b(s)g s G A n (k)[s]g s+1 avec 
q(x) G k[x] et q(0) ^ (voir par exemple [BM90J). Appliquons ceci a 
G ^F{Q)[x}. En consequence, il existe c G C \ Q, q' G C[x] avec 
g(0) ^ Qet P G A n (C)[s] telsque : (c-q'{x) ■ b(s) -Pf) Q ■ ((f) Q ) s = 0. 

Posons U = c ■ q'{x) ■ b(s) — Pf G A n (C)[s] et notons I' l'ideal de 
A n (C)(s, d t ) engendre par s + f(x)d t et d Xi + §^d t pour i = 1, . . . ,n. 
Son specialise (I')q C A n (jF(Q))(s, d t ) est l'annulateur de (/)g (voir 
jBMQ2]). Ainsi (C/) Q G (I') Q . Ecrivons (U) Q = J2j u j-( m j)Q avec m j € 
I'. Dans cette ecriture, on releve les Uj, on chasse les denominateurs et 
on obtient l'existence de d G C \ Q tel que 

cc' ■ q\x) ■ b{s) G A n (C)[s]f + + A n {Q)(s, dt). 

En appliquant cet operateur a f s , nous obtenons la relation voulue ce 
qui demontre la proposition. □ 

Pour la remarque les arguments sont tout a fait similaires. Nous 
laissons les details au lecteur. Maintenant supposons acquis le theoreme 
Qet commengons par une 

Esquisse de preuve du Cor. QJ On montre que pour tout ferme de Zariski 
V de Y, on a une stratification V = UW en espaces localement fermes 
telle que sur chaque strate le polynome de Bernstein de f y est constant. 
Cela se fait par recurrence sur la dimension de V (le resultat etant triv- 
ial si dim V — 0). On ecrit V — V(Qi) U • • • U V(Q P ) comme reunion de 
ses composantes irreductibles et on applique le (iii) du Th. [T]a chacun 
des ideaux premiers Qj, on note hi le h! obtenu. On a alors V — V\ U V 2 
ou V\ = U(V(Qi) s V(hi)) et sur chaque strate de V\ le polynome 
de Bernstein est constant. On applique l'hypothese de recurrence a 
V 2 = L)(V(Qi) fl V{hi)) qui est de dimension strictement inferieure a 
dim V. □ 

Maintenant, demontrons le corollaire 121 

Demonstration. Cette preuve s'inspire de celle de [BGM92, Prop. 1.4]. 
Pour demontrer le corollaire, il suffit de montrer que b(s) satisfait (jlj) . 
Notons J l'ideal de Oz engendre par / et les Par hypothese, il existe 
h G O y n Q tel que pour tout y G V(Q) \ V(h ), V(J\ yo ) = {0} C X. 
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Par consequent, V(J + O z ■ Q) \ V(O z ■ h ) C {0} x V(Q). Autrement 
dit 

V(y/J + O z - Q : ho) C {0} x V(Q). 

Ainsi le lieu des zeros de (-*/</ + O z • Q '■ h ) et de h (celui de (ii) dans 
le Th. HJ) est inclus dans le lieu des zeros de h(0,y). Ainsi, pour I G N 
assez grand, hi := h(0, y) 1 est dans l'ideal (a/J + Oz • Q '■ h Q ) + Oz ■ h. 
On constate alors que pour un certain k G N, H := (h hi) k appartient 
a l'ideal J + O z ■ Q + O z ■ h. Notons que H G O z \ Q. Maintenant, 
puisque f y (0) = pour y generique dans V(Q) alors b(s) est multiple 
de (s + 1). Ainsi, si Ton note b(s) — (s + l)b(s), on a pour tout i, 

De cette equation et de la relation (JTJ), on obtient la relation desiree 
©. □ 

Pour finir, demontrons l'assertion (c) de la remarque^ 

Demonstration. Soit / une fonction analytique de n + 1 variables com- 
plexes Xi,...,x n ,y. Supposons que l'hypothese du corollaire soit 
verifiee pour Q = (0). De plus supposons que le nombre de Milnor 
de f soit different de celui de f yo pour y ^ proche de 0. Par ex- 
emple, on peut prendre / = x\ + yx\ + x\. Sur cet exemple, on a 
V(f, |^) = {(0,0)} x C. Appliquons le corollaire a Q = (0) : 

(*) F(y) • 6(a)/' G Px/r [a] • / s+1 - 

Quitte a multiplier cette relation par une unite de Oy >0 on peut sup- 
poser que H(y) = y N pour un certain entier N. Maintenant appliquons 
l'assertion (ii) du theoreme[T]a Q — (y)- Notons b (s) le polynome de 
Bernstein en question et (par l'absurde) supposons fausse l'assertion 
(c) de la remarque ^ on obtient done : 

(**) h(x, y) ■ b (s)f G V zjY \s\ ■ f s+1 + y ■ V zjY \s\ ■ f 

avec h(0,y) ne s'annulant pas en 0. Cette derniere condition nous dit 
que h est inversible, on peut done le supposer egal a 1. En iterant 
(**) on obtient b {s) N f s G V z/Y [s\ ■ f s+1 + y N ■ V z/Y [s\ ■ f s . En mul- 
tipliant cette derniere relation par b(s) et en utilisant (★), on obtient 
b(s)bo(s) N f s G T>z/ Y [s] ■ f s+1 i.e. il existe un polynome de Bernstein 
relatif non nul. Or / est une deformation a un parametre de f(x, 0) a 
nombre de Milnor non constant ce qui contredit BI.M?) II Th. 4]. □ 

3. Bases standard parametriques 

3.1. Bases standard generiques. Pour que le papier soit le plus au- 
tonome possible, nous avons decide de donner les rappels necessaires 
concernant les bases standard. Cependant, afm de garder une taille 
raisonable a ce papier, nous n'entrerons pas dans tous les details. Le 
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lecteur sera renvoye a (Castro- Jimenez, Granger |CG04j ). Nous don 



nons ensuite les resultats necessaires sur les bases standard generiques 
(voir |Bah04j pour un traitement plus complet). Enfin dans le para- 
graphe suivant, nous appliquons ces dernieres a l'elimination generique 
de variables globales. 

Dans la suite, nous aurons besoin de travailler dans plusieurs types de 
k[[.x]]-algebres non commutatives (k etant un corps de caracteristique 
0). Dans cette section, nous donnons une construction qui couvre tous 
les cas rencontres plus loin. Ce qui suit peut etre vu comme une version 
locale proche de |BM02| . 

Soit x = (xi, . . . , x n ) et z — (zi, . . . , z q ) deux systemes de variables. 
Soit 1Z = 7l(k) := k[[x]](z) la k[[x]]-algebre engendree par les Zi avec 
les relations de commutation suivantes : 

(i) [zi,a(x)] G k[[x\] pour a(x) G k[[x]], 

<? 

(ii) [zi,zj] e k[[x]] + ^2k[[x]]z k . 

k=l 

La notation k[[x]](z) rappelle que les variables z^ ne sont pas commu- 
tatives en general. Les cas que nous rencontrerons dans la suite sont : 
X? n (k)(s, d t ) = V n (k) ®k k(s, d t ) ou V n (k) est l'anneau des operateurs 
differentiels a coefficients dans k[[x]], X> n (k)[s], k[[x]][s], k[s]. Tous ces 
cas sont couverts par la construction ci-dessus. 

Remarque 3.1. Avec cette definition de 7Z, on n'a pas necessairement 
unicite de Vecriture a gauche. Par exemple, siTZ = k(z\, Z2, z^) (n = 0, 
q = 3), [zi,z 2 ] = zi, [z 1: z s ] = z 2 et [z 2 ,z 3 ] = z x alors z 3 ZiZ 2 aura (au 
moins) deux ecritures possibles : ziz 2 z 3 — zf — z\ et z\z 2 z 3 — z\ — z\ — z 2 . 
On obtient la premiere en faisant commuter (dans le terme de degre 
3) deux Zi suivant les transpositions d'indices : (3, 1) et (3,2). Pour la 
seconde, on utilise (1,2) suivie de (3,2), (3,1) et (2,1). 

Dans la suite, nous imposons done l'liypothese supplement aire d'u- 
nicite de l'ecriture a gauche (cette unicite, bien entendu, a lieu dans 
tous les anneaux enumeres ci-dessus). 

Pour commencer, nous devons enoncer un theoreme de division dans 

K. 

Pour P G 1Z s'ecrivant (de maniere unique) P — ^ c a $x a z^ (a, f3) G 
N n+q , c a/ 3 G k, on definit son diagramme de Newton M(P) C N n+9 
comme l'ensemble des (a,f3) tels que c Q/ g est non nul. 

Soit -< un ordre (total et compatible avec l'addition) sur les (a, (3) G 
fqn+q d£f[ n [ comme suit : on se donne une forme lineaire L(/3) = Y2i kPi, 
tels que les U soient positifs ou nuls et on definit -<=^l '■ 

{ L{p) < L{?) 
ou egalite et \/3\ < \f3'\ 
ou egalites et |a| > \a'\ 
ou egalites et (a,/?) >o (a',/3 1 ). 
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Ici <o est un ordre total, bon et compatible avec l'addition dans N ra+<? . 

Pour P E TZ non nul, on note exp^(P) le maximum de M{P) pour 
-<. C'est son exposant privilegie. On note aussi son terme et coefficient 
privilegie : tp^(P) = (x,z) cxp ^ p \ cp^(P) = c exp j P) . 

Soient P u . . . , P r E TZ. On definit une partition N n+q = A 1 U ■ ■ • U 
A r U A associee aux exp^(Pj) comme suit : A 1 = exp^(P x ) + N n+9 , 
puis pour j > 2, Aj = (exp^Pj) + N n+q ) \ U^A fc . 

Theoreme 3.2 (Theoreme de division). Pour P E TZ, il existe un 
unique (Qi, . . . , Q r , R) G 1Z T+1 tel que 

-P = T lj Q j P j + R 

- pour tout j , Qj = ou bien N(Qj) + exp^(Pj) C Aj, 

- R = ou bien M{R) C A. 

Idee de la preuve. L'unicite est facile, occupons nous de l'existence. 
Pour cela, nous allons nous ramener aux resultats de |CG04j . 

Lemme 3.3. II existe une forme lineaire V d coefficients strictement 
positifs agissant sur les (3 tel que pour j = l,...,r, exp^, APj) = 
exp^,(P/) 

La preuve de ce lemme se fait exactement comme celle de |ACG0H 
Prop. 8]. Remarquons que la division ne depend que des exp^(P 7 ), 
ainsi grace a ce lemme nous pouvons supposer que L est a coefficients 
strictement positifs. La forme L donne lieu a une filtration sur 1Z dont 
le gradue est isomorphe a k[[a;]][£i, . . . ,£ q ]. Ici les £j sont des variables 
commutatives correspondant aux Zi. En considerant les symboles prin- 
cipaux de P et des Pj par rapport a L, on se ramene a une division 
dans cet anneau. Ainsi, la preuve se fait exactement comme celle de 
[HH041 Th. 2.4.1]. □ 

Voici quelques definitions et resultats utiles pour la suite (voir pG04j 
pour les demonstrations). 

1. Dans le theoreme precedent, on a : 

e *P^ L (P) = max{exp^ L (Q j P j ), j = 1, . . . , r; exp^(P)}. 
On definit ord L (P) comme etant le maximum des L(/3) pour (a, (3) G 
N(P). En consequence, 

ord L (P) = max{ord L (QjPj),j = 1, . . . , r; ord L (P)}. 

2. Pour un ideal J C TZ, on definit Exp_,(J) comme l'ensemble des 
exp^ (P) pour P G J non nul. Cet ensemble est stable par addition 
dans N n+q , ainsi il existe P 1; . . . ,P r dans J tels que Exp^(J) = 
[Jj(exp^(Pj) + N n+Q ). Un tel ensemble est appele base standard de 
J (pour -<). 

3. Soient P\, . . . , P r G J. Les assertions suivantes sont equivalentes. 

- Pi, . . . , P r forment une -<-base standard de J . 

- Pour P E TZ : P G J <^=^ le reste R de la division de P par 
les Pj est nul. 



10 



ROUCHDI BAHLOUL 



4. S'-operateurs et critere de Buchberger ( |Buc70j dans le cas poly- 



- Soient P, P' G K. Notons e = exp^(P) et e' = exp^(P'). Soit 
H = max(e, e') que Ton definit en posant /Xj = max(ej, e^) pour 
chaque i = 1, . . . , n + q. On definit alors le S-operateur de P 
et P' : S{P,P') = cp^(P')mP -cp^(P)m'P' oil m = {x,zY~ e 
et m' = (x, z)^~ e ' . 

- Soit Q un systeme de generateurs de J C 71, alors £/ est une 
base standard de J si pour tout P, P' G (?, le reste de la 
division de S(P,P') par est nul |(X;041 Prop. 2.5.1]. 

Maintenant introduisons les bases standard generiques. Soit C un 
anneau integre commutatif unitaire et contenant comme sous-anneau 
le corps des nombres rationnels. En ce qui nous concerne, il faut penser 
a C = Oy, cependant C peut etre egal a d'autres anneaux, tel que 
k[?/]. Soit T = Frac(C) son corps des fractions. On note Spec(C) et 
Specm(C) son spectre et son spectre maximal, respectivement. Dans la 
suite, lorsque C = Oy, nous identifierons Specm(C) et Y. Pour tout 

V G Spec(C), P(P) designe le corps des fractions de C/V; c'est un 
corps de caracteristique (ceci grace a l'hypotliese QcC). Pour tout 
ideal X, V(T) = {V G Spec(C)|X C V} designe le ferme de Zariski 
defini par I. On notera V m (X) sa restriction a Specm(C). 

Soit V G Spec(C) et c G C. On note [c]-p sa classe dans C/V et 
(c)-p = ^j 2 - cette classe vue dans le corps P(P). On appelle (-)-p la 
specialisation en V . 

Dans ce qui suit, afin de rendre l'exposition plus rigoureuse, nous 
invoquons le language des categories mais vue la simplicite de notre 
situation, nous aurions pu l'eviter. Considerons la categorie dont un 
objet est A[[x}} oil A est un anneau et les fleclies sont des applications 
(ensemblistes). 

On se donne une fleclie de l'objet C[[x}} vers lui-meme et pour tout 

V G Spec(C), 0-p une fleclie de P(P)[[x]] vers lui meme. Nous dirons 
que <p est adaptee aux (p-p si pour tout a(x) G [cf){a{x))) v = 
<f) P ((a(x)) v ). 

Maintenant, pour tout V, on se donne P.(P(P)) = J r (V)[[x]}(z) . 
Pour chaque i = 1, . . . , q, on definit la fleclie de P(P)[[x]] vers lui- 
meme en posant 0j ) -p(c(x)) := [zj,c(x)]. On definit alors P-(C) comme 
la C-algebre engendree par C[[x]] et zi, . . . , z q avec les relations de com- 
mutation suivantes : 

(i) [zi,a(x)} = <pi(a(x)) pour a(x) G C[[x}}, 



nomial) . 




k=l 
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Ici on a fixe les Uij et comme etant des entiers dans Z (pour simpli- 
fier) et fa est une fleche adaptee aux fa v . De plus on suppose que les 
commutateurs [zi, Zj] soient les memes dans 11(C) et dans les 1Z(!F{P)). 
Dans la suite, les choses seront simples et Ton aura fa — ^ lorsque Z{ 
sera une derivation partielle et fa = dans les autres situations. 

Une fois cette definition faite, on etend de fagon naturelle les operations 
de specialisation aux elements de 1Z(C), ainsi qu'a ceux de 1Z(J-"), dont 
le denominateur des coefficients n'est pas dans V . 

Maintenant si J est un ideal de 11(C), on note (J)v l'ideal de H^CP)) 
engendre par les (P)v avec P G J. 

Fixons un ordre -<=-<l comme plus haut et fixons Q G Spec(C). On 
note 1Z(Q) l'ideal de 11(C) dont les elements ont leurs coefficients dans 
Q. 

Soit P G 71(C) \ 1Z(Q), qu'on ecrit comme plus haut sauf qu'ici 
les c Q/ 3 sont dans C. On definit J\f mod 2 (P) son diagramme de Newton 
modulo Q comme l'ensemble des (a, (3) tels que c Q/ g G C \ Q. En fait 
AT modS (P) = N((P)q). On definit exp^ odS (P) son exposant privilegie 
modulo Q comme le maximum (pour -<) de A/" mod2 (P). On definit 
aussi son terme et son coefficient privilegie modulo Q : tp™ odS (P) = 
(x,.)^ odS (P) )CpT d S( p ) = CexpTdS(p) . 

Soit J un ideal de 11(C). Soit Exp^ od2 (J) l'ensemble des exp^ odS (P) 
pour P G J \1Z(Q). II est facile de voir que cet ensemble est stable par 
addition. Ainsi, par le lemme de Dickson, la definition suivante n'est 
pas vide. 

Definition 3.4. On definit une base standard generique de J sur V(Q) 
(pour -< ) comme un sous ensemble fini Q = {Pi, . . . , P r } de J tel que 
Exp7 dS (J) = U,-(exp7 dS (P?) + N n+9 ). 

Dans Bah04j, nous avons donne une definition plus generale. Cepen- 
dant pour l'usage qu'on en fera ici, la definition ci-dessus est suffisante. 

Notons (Q) l'ideal de 1Z(!F) constitue d'elements dont le numerateur 
des coefficients est dans Q. 

Proposition 3.5 (Division modulo Q, |Bah04[ Prop. 2.1.2]). Soient 
Pi, . . . , P r G 11(C) et soit AiU- • -UA r UA la partition de N n+q associee 
aux exp r ^ odQ (P j ). Pour P G 11(C), il existe Q u . . . ,Q r ,R G K(T) et 
T G (Q) tels que P = J2j QjPj + R + T et 

- Af(Qj) + exp^ od2 (P,) c Aj si Qj ± 0, 

- M(R) cAsiR^O, 

- le denominateur des coefficients de R, T et des Qj sont des puis- 
sances de h = Ylj cp^ od (Pj) ■ Autrement dit, la division a lieu 
dans 7£(C[/i -1 ]) (i.e. les coefficients sont dans le localise de C par 
rapport ah). 

De plus (Qi, . . . , Q r , R) est unique modulo (Q). On appelle R le reste 
modulo Q. 



12 



ROUCHDI BAHLOUL 



Demonstration. La preuve consiste a poser Pj = Pj—Pj avec Pj G (Q) 
et exp^(Pj) = exp™ odG (P,-) et a effectuer la division de P par les Pj 
dans 7l(T). Voir les details dans |Bah04l Prop. 2.1.2]. □ 



Corollaire 3.6. Soit P G 71(C) tel que (P)q G (J)q et soit Q une 
-<-base standard generique de J sur V(Q) alors le reste modulo Q de 
la division modulo Q de P par Q est nul. 

Demonstration. Ecrivons P = J2j QjRj + R + T comme dans la propo- 
sition. Remarquons que exp™ odQ (Pj) = exp^((Pj)g) done la partition 
de N n+<? dans la proposition est egale a celle associee aux exp^((Pj)o). 
Specialisons l'egalite precedente en Q (e'est possible puisque h Q). 
Onobtient (P) Q = E j (Qj)q(Pj)q+(R)q avec Af{{Q j ) Q )+exp^{{P j ) Q ) C 
Aj et Af((R)o) C A. Ainsi l'egalite precedente est le resultat de la di- 
vision de (P)q par (G)q, or (P)q G (J)q done par le rappel (3.) page 
El (R)q = i.e. R G (Q). ~ □ 

Theoreme 3.7 (jBaEUlj Th. 2.1.6). Soit Q = {P 1; ...,P r } une base 
standard generique de J sur V(Q) et soit h = JT. cp™ odS (Pj). Pour 
tout V G V(Q) \ V(h), (Q)v e $t une base standard de (J)v- 

Remarquons que exp^((Pj)-p) = exp™ odS (Pj) par definition de h, par 
consequent Exp^((J)p) est generiquement constant et egal a Exp™ odS (J). 
Remarquons aussi que V(Q) \ V(h) n'est pas vide puisque h Q. 

Demonstration. Nous allons utiliser le critere de Buchberger (rappel 
(4.) page fTU|). Pour P G J, effectuons sa division modulo Q par Q : 
P = J2j QjRj + R + T ; le reste modulo Q est nul par le corollaire 13.61 
Comme dans la preuve de ce corollaire, nous specialisons cette division 
en V G V(Q) \ V(h) (ce qui est possible car h G' V). Ce que nous 
obtenons est la division de (P)v P ar (G)v> division dont le reste est nul 
puisque Q C V . En consequence (G)v engendre (J)-p. 

Maintenant soient P, P' dans Q et S = cp™ dQ (P')mP-cp™ odQ (P)m'P' 
ou Ton a pose m = (x, ^)^~ cx PT dS ( p ) ; m' = (x, 2;)^~ ex PT dS ( p/ ) et fi = 
max(exp^ odS (P), exp^ odS (P')). On constate que pour tout V G V(Q)\ 
V(h), (S)-p = S((P)-p, (P')-p). Par les memes arguments que ci-dessus, 
on montre que la division de (S)-p par (G)v a un reste nul. On conclut 
a l'aide du critere de Buchberger. □ 



3.2. Elimination generique de variables globales. Ce que nous 
appelons variables globales sont les Zi. Par opposition les x% sont dites 
variables locales. Dans ce paragraphe, nous montrons comment eliminer 
generiquement les variables z p+ \, . . . , z q avec p < q. 

Enongons d'abord le resultat dans le cas non parametrique. Soit 
J un ideal dans 7l(k). Soit L la forme definie par L(f3) = Ylp+iPi- 
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Grossierement on met un poids strictement positif (ici 1) sur les vari- 
ables a eliminer et un poids nul sur les autres. Notons -<=^l l'or- 
dre defini par L et soit -<' sa restriction aux (a, P') G N n+P . No- 
tons que cet ordre est un ordre sur N n+P associe a la forme lineaire 
V P p ) = Ylifli done le theoreme de division dans k[[a;]](z'), 
z' — (z%, . . . , z p ), s'applique. 

Proposition 3.8. Soit Q une -<-base standard de J alors Q' — Q H 
k[[x]](z') est une -< '-base standard de J nk[[x]](z') . 

On dit d'un tel ordre -< que e'est un ordre qui elimine les variables 

%>+l; • • • ) 

Demonstration. Les arguments sont standard et similaires a ceux de 
CG04, 1.7]. Soit P G J fl k[[x]](^'). Divisons P par Q par rapport a 
l'ordre -< : P = QjPj- Par hypothese sur P, ord L (P) = done (voir 
rappel (1.) pageEJ) pour tout j tel que Qj ^ 0, ord L (Qj) = et pour 
un tel j, ord L (Pj) = i.e. Qj et Pj sont dans k[[x]](2;'). On constate 
alors que la division precedente est la division de P par Q' par rapport 
a -<', division pour laquelle le reste est nul. On acheve la preuve en 
utilisant le rappel (3.) page El □ 

Maintenant soit J dans 71(C) et Q une -<-base standard generique 
de J sur V(Q). 

Proposition 3.9. Soit Q' C Q V ensemble des Pj tels que tp™ odS (P,) 
est dans C\\x\\{z'). Alors Q' est une -<'-base standard generique de J' = 
(j + 7l(Q))r\C[[x]}(z') surV(Q). 

Demonstration. Par definition d'une base standard generique, il suffit 
de montrer que pour tout P G J', exp^/((P)g) appartient a exp^/((Pj-)e)+ 
N n+P pour un certain Pj G Q'. Pour un tel P, on a (P)q G (J) 2 n 
^ r (Q)[[^]](-2 / )- Maintenant il est facile de voir que (Q')q est egal a (Q)q^ 
^ r (Q)[[^]](-2 / )- O r P ar definition de Q est par la proposition precedente, 
ce dernier ensemble est une -<'-base standard de (J)q H ^ r (Q)[[^]](^ / ) 
ce qui acheve notre demonstration. □ 

Corollaire 3.10. Soit h le produit des cp™ dQ (Pj) avec Pj G Q alors 
pour tout V eV(Q) \V(h), 

(j)pn^)[N]</> = ((j+w(e))nc[N]<z , >) 7j 

et ces ideaux sont engendres par (Q')v = (Q)v H J r (V)[[x]]{z > ) . 

Demonstration. C'est une application directe du theoreme 13.71 et des 
deux propositions precedentes. □ 

4. Construction algorithmique du polynome de Bernstein 

FORMEL 

Etant donnee une serie formelle / = f(x) G k[[x]] a n variables et a 
coefficients dans un corps k de caracteristique 0, J. E. Bjork ([Bj673 , 
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voir aussi Bjo79| ) a demontre que le polynome de Bernstein bf associe 
est non mil. De plus si au depart / G C{x} alors d'apres J. Briangon et 
Ph. Maisonobe [BM90J, son polynome de Bernstein analytique est egal 
a son polynome de Bernstein formel. Enfin toujours dans ce meme cas, 
M. Kashiwara |Kas76j a demontre que les racines de 6/ sont rationnelles 
negatives. La rationalite de bf pour / G k[[x]] est, a notre connaissance, 
une question ouverte. 

T. Oaku Oak97bJ a donne un algorithme de calcul du polynome 
de Bernstein formel pour / G k[x\. Cet algorithme se compose d'une 
premiere partie ou l'on elimine des variables globales et d'une seconde 
ou l'on "elimine" les variables locales Ici nous proposons une vari- 
ante de la premiere partie (variante inspiree de [BM02 ) et montrons 
que la seconde partie fonctionne pour / G k[[.x]]. 

Soit / G k[[x]]. Le module libre C = k[[x]][l/f, s] ■ f s a une struc- 
ture naturelle de X? n (k)[s]-module. Suivant B. Malgrange |Mal74j . on 
en fait un I? n+1 (k)-module (ou l'on batise t la nouvelle variable) : si 
g(s) G k[[x]][l/f, s], on pose t ■ g(s)f s = g{s + l)ff s et d t ■ g(s)f s = 
—sg^s — l)/' 1 / 8 . On constate alors que s agit sur C comme —d t t. Cette 
identification permet de faire de £ un Z) n (k)(s, d t )-module (cette ap- 
proche est due a Briangon et Maisonobe [BM02J dans le cas algebrique). 
Considerons les ideaux suivants. 

0: 1(f) = V n (k)(s,d t )is+f(x)d t )+J2^n(k)(s,d t )id Xi + ^d t ). 

i=l 

Affirmation. Cet ideal est l'annulateur de f s dans T> n (\t)(s, dt). 

1: /i(/)= i(f)nv n (k)[s}. 
Ainsi, h{f) s'obtient a partir de /(/) en eliminant la variable 
(globale) d t . 

Affirmation. L'ideal h(f) est l'annulateur de f s dans 2? n (k)[s]. 

2: I 2 (f) = h(f)+V n (k)[s]-f. 

3: J(/) = J 2 (/)nk[[x]][ a ] 

Ainsi, J(f) s'obtient en eliminant les variables (globales) d Xi . 

4: 

B(f) = J(/)nk[a] 

= h(f)nk[s}. 

Ce dernier ideal s'obtient en "eliminant" les variables (locales) 
Xi dans l'ideal J(f). 

Affirmation. L'ideal 13(f) est l'ideal de Bernstein de /. Son 
generateur unitaire qu'on note bf est le polynome de Bernstein 
de/. 

Demonstration des affirmations. Demontrons la premiere. II est facile 
de voir que /(/) est inclus dans l'annulateur de f s . Montrons l'inclusion 
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inverse. Soit P G V n (k)(s, d t ) s'annulant sur f s . Modulo /(/), on peut 
supposer que P appartient a k[[x]][9 t ]. Ecrivons P = J2u u l ,(x)d". On 
a alors P- f s = Y, U u v {x){-l) v s{s - 1) • • • (s - v + l)f~ u f s = 0. Cette 
egalite ayant lieu dans C, on en deduit que les m f (i) sont nuls ce qui 
demontre la premiere affirmation. La seconde etant triviale, voyons la 
troisieme. Soit c(s) G k[s]. C'est un polynome de Bernstein de / si et 
seulement si il existe P G D ra (k)[s] tel que c(s)f s = P ■ f s+1 , ou encore 
c(s) — Pf annule f s , ce qui d'apres la seconde affirmation est equivalent 
a c{s) -PfE h(f) ou encore c{s) G h(f) + P„(k)[s]/. □ 

D'apres les resultats de la section precedente, nous savons calculer 
des generateurs des ideaux h(f), h(f) et J(f), ceci en faisant un 
calcul de bases standard pour un ordre bien choisi. Le probleme est 
maintenant le suivant : etant donne J C k[[x]][s], comment calculer le 
generateur unitaire b de J fl k[s] ? Nous supposerons ce b non nul (ce 
qui est le cas dans notre situation). 

Dans QOak97bJ, Algorithme 4.5), T. Oaku a traite la question suiv- 
ante : soit J C k[x][s], comment calculer (k[[x]][s] • J) fl k[s] ? 

Nous allons utiliser le meme algorithme en apportant une legere mod- 
ification a la demonstration. Pour les besoins du probleme, nous aurons 
besoin de travailler avec la cloture algebrique k de k. Cependant, nous 
verrons que si l'on sait a l'avance que b(s) est a racines dans k alors k 
est inutile. 

4.1. Elimination des variables Xi : version formelle d'un algorithme de 
Oaku. 

(a): Soit&o(<s) le generateur unitaire de J(0, s) = {g(0, s)\g(x, s) G 
J} (qui forme un ideal de k[s]). 

Remarquons que J(0, s) est engendre par {g(0, s)\g G G} si G 
engendre J. Ainsi b (s) s'obtient via un calcul de pgcd ou bien 
un calcul de bases de Grobner (ce que nous utiliserons). 
Remarque : b(s) est un multiple de b {s) qui est done non nul. 

{(3): Soit b (s) — (s — Si) m • • • (s — s m Y m la factorisation de b (s) 
dans k[s]. 

Par la remarque precedente, b(s) s'ecrit b(s) = p(s) (s— si)^ 1 • • • (s— 
s m Y m avec p(si) ^ et Ui > pour i = 1, . . . , m. 

(7): Soit J = k[[x]}[s] ■ J. 

(5): Pour i = 1, . . . , m, soit Zj G N le plus petit entier / tel qu'il 
existe h(x, s) G k[[x]] [s] avec h(x, s) (s — Si) 1 G J et h(0, si) 7^ 0. 
En considerant b(s), on constate que de tels / et h(x, s) existent 
et que U < z/j. De plus, en faisant (x,s) = (0, Sj), on voit que 
h > ^i- 

Enfin remarquons que pour un / donne, un tel h(x, s) se trouve 
dans le quotient J : (s — Si) 1 . Ainsi, on voit aisement que / > U 
si et seulement si n'importe quel systeme de generateurs de 
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J : (s — Si) 1 contient un element qui ne s'annule pas en (x, s) = 
(0, Si ). 

(e): On pose c(s) = (s — Si)' 1 • • • (s — s m ) im . 
Proposition 4.2. 6(s) est ega/ a c(s). 

Demonstration. Posons E = J : c(s) ; cet ideal contient J. Considerons 
le lieu des zeros de £7(0, s) C k[s] dans k. On a alors : 

V(£(0, s)) C V(J(0, s)) = V(b (s)) = K . . . , s m }. 

D'autre part, pour chaque % = 1, . . . ,m, il existe s) G k[[x]][s] tel 
que s)(s — si) 1 * G J et /i«(0, s») 7^ 0. Ainsi, hi(x, s) appartient a E 
et ne s'annule pas en (x, s) = (0, si). En consequence, V(E(0, s)) = 0. 

Par le theoreme des zeros de Hilbert, 1 G E(0, s). Cela signifie qu'il 
existe e = e(x, s) G E tel que e(0, s) = 1. Quitte a multiplier e(x, s) par 
une unite de k[[x]], on peut supposer que e G 1 + Y^i=i k[l x }]l s ] ' ( x i s )- 

Maintenant, notons d le degre de b(s) G J C J C E. Considerons le 
k[[x]] -module M = k[[x\] © • • • © k[[x]]s d et posons N = M f] E. 

Montrons que pour tout entier q, 1 appartient a m q M + N, m etant 
l'ideal maximal de k[[x]]. 

D'apres ce qui precede, il existe v G mk[[x]][s]s et e G E tel que 
1 = v + e. En elevant a la puissance g, on obtient : 

1 G m 9 k[[x]][s]s + £. 

Ecrivons : 1 = ViS + V2S 2 + • • • + v^s N + e' avec f j G m 9 et e' G E. Pour 
chaque = N, N — 1, . . . , d + 1 (si iV > d + 1), on divise UfcS fc par b(s) 
et on obtient VkS k G m 9 s + • • • + m q s k ~ 1 + £7. A la fin de ces divisions, 
on a 1 G m q s + • • • + m q s d + E. Ainsi 1 G m q M + A. Par le theoreme 
d'intersection de Krull, 1 G iV C E, i.e. c(s) G J PI k[s]. 

Remarque : le polynome 6(s) joue ici le role du polynome ^(x, s) de 
Oak 97b| Algo. 4.5]. Afin d'arriver a 1 G E, T. Oaku /oc. c«t a utilise 
le theoreme dit d'extension |CLQ92t Chap. 3, §6]. 



Montrons que c(s) engendre J C] k[s]. Soit t(s) G J C] k[s]. Ecrivons 
t(s) = — • • • (s — s m ) Um avec q(si) 7^ 0. Par definition de k, 

on a Mj > U ainsi t(s) est multiple de c(s). 

Pour finir, montrons que c(s) est dans J fl k[s]. Notons 7r : k — >• k la 
projection k © S — >• k ou S est un supplementaire de k. On l'etend a 
k[[.x]][s]. Comme c(s) appartient a J et que ce dernier est engendre par 
J, on peut ecrire : c(s) = ^ 4 s)gi(x, s) ou les gj sont dans k[[x]][s] 
et les Qi dans J (done dans k[[x]][s]). Appliquons tt et remarquons que 
puisque gi G k[[x]][s], on a ^{qigi) = it{qi)gi- Nous obtenons que 7r(c(s)) 
appartient a Jfl k[s] done a Jfl k[s] et par consequent est multiple de 
c(s). Or, puisque c(s) est unitaire, il a meme degre que ir(c(s)). Ainsi 
c(s) egale tt(c(s)) et appartient bien a Jfl k[s]. 

Nous savions que c(s) divise 6(s). Maintenant, nous savons que c(s) 
est multiple de b(s) ce qui acheve la preuve de la proposition. □ 
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Dans la suite, lorsque nous utiliserons l'algorithme precedent, nous 
serons dans une situation ou l'on sait a l'avance que le polynome de 
Bernstein est a racines rationnelles. Cela nous permet de simplifier 
l'algorithme de la fagon suivante. 

Remarque 4.3. Supposons que dans l'algorithme precedent, les racines 
de b(s) soient dans k alors k est inutile, plus precisement : 

- Dans l'etape (j3), la factorisation se fait dans k[s]. 

- L'etape (7) peut etre sautee. 

- Enfin, dans l'etape (5), il suffit de considerer J : (s — Si) 1 , i.e. li est 
le plus petit I tel que J : (s — Si) 1 contienne un h(x, s) G k[[x]][s] 
ne s'annulant pas en (x,s) = (0,Sj). 

5. Demonstration de (i) et (iii) du theoreme[T] 
A partir d'ici, C = Oy. Considerons les ideaux suivants : 

0: / = V n (C) (s, d t ) ■ (s + f{x)d t ) + J2 Vn{C) (s, d t ) ■ {d Xi + ^d t ) . 

i=l 

1: h= (l + V n (Q)(s,d t ))nf) n (C)[s}. 

2: I 2 = h+V n {C)[s\-f. 

3: J= (l 2 + V n (Q)[s])nC[[x}}[s}. 

Soit Qo une base standard generique de I sur V(Q) pour un ordre 
^0 qui elimine la variable d t . Soit h G C \ Q le produit des cp™° dS (P) 
pour P G Go et soit Q' Q le sous-ensemble de Q constitue d'elements 
dont le terme privilegie modulo Q est independant de d t . De meme, Q2 
est une base standard generique de I 2 sur V(Q) pour un ordre -< 2 qui 
elimine les variables d Xi . On note hi G C \ Q le produit des coefficients 
privilegies modulo Q et on definit Q' 2 C Q2 comme le sous-ensemble 
dont les elements ont leur tp™° ® independant des d Xi . 

Lemme 5.1. (0) Pour tout V G Spec(C), {I) v = I((f)v)- 

(1) Pour tout V G V(Q) \ V(h ), {h) v = h{{f)v)- 

(2) Pour tout V G V(Q) \ V(h ), (I 2 ) v = I 2 ((f) v ). 

(3) Pour tout V G V(Q) \ V(h h 2 ), (J) v = J((f) P ). 

Rappelons que les notations I((f)-p), /1 ((/)•?), etc, sont celles intro- 
duites dans la construction algorithmique formelle donnee page El (ici 
on applique la construction a (f)-p G JF(7 :, )[[.t]]). 

Demonstration. L'assertion (0) est triviale. L'assertion (1) decoule di- 
rectement du corollaire lH.lOl et de (0). L'assertion (2) est une consequence 
directe de (1). La (3) decoule du corollaire IH.lOl et de (2). □ 

Nous en sommes a la fin de l'etape 3. Pour poursuivre, nous avons 
besoin de quelques resultats supplementaires. 
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5.1. Resultats preparatoires et debut de la fin. Dans la suite, 
nous aurons besoins de calculer "generiquement" les quotients du type 
J : u ou J C k[[x]][s] et u G k[s]. Rappelons comment les calculer dans 
le cas absolu (i.e. non parametrique). 

Lemme 5.2 ( |CLQ92| . chap. 4, §3 et §4). Soit ( une nouvelle variable, 
alors 

J n (k[[x]] [s] • u) = (k[[x]] [s] [C] • C • J + k[[x]] [s] [C] • (l - C) • u) n k[[x\] [s] 

et si G = {gi, . . . , g r } est un systeme de generateurs de J H k[[x]][s] ■ u 
alors G/u = {gi/u, . . . , g r ju\ engendre J : u. 

Ainsi, le calcul se resume en la simple elimination d'une variable 
globale. 

Pour finir cette sous-section, voici un resultat indispensable pour con- 
tinuer. C'est lui qui nous permettra, via la remarque 14. de demontrer 
le point (i) du theoreme [T] 

Lemme 5.3 (de rationalite). Soit p e Oy[s] dont on note cp(p) G Oy 
le coefficient du monome de plus haul de degre. Supposons qu'il existe 
un ouvert W de Zariski de V m (Q) C Y tel que pour tout y G W , 
(p/cp(p))\ yo (soit bien defini) et appartienne a Q[s] alors il existe q G 
Q[s] unitaire tel que p — cp(p)q G Q[s]. 

Demonstration. Ecrivons p = Y2iLi c i(y) sl e ^ c n — cp(p). Pour chaque 
i, considerons l'application Di : y G W i— ► G C. Son image Di(W) 
est un constructible de C (voir |Har921 Th. 3.16]), or par hypothese 
Di(W) C Q done Di(W) est une reunion finie de points rationnels. Par 
l'irreductibilite de V m (Q), D^W) est un singleton. Par consequent, il 
existe g» G Q tel que Ci(y) — qiC^iy) G Q. Le polynome q = es ^ 
le polynome que l'on cherchait. □ 

5.2. Les etapes (a) et (/3). Reprenons la demonstration du theoreme 
E Nous en etions a la fin de l'etape 3 ou nous avions construit l'ideal 
JcC[[x]][s]. 

Lemme 5.4. Pour tout V G V(Q) \ V(h h 2 ), 

(j(0,s)) v = (J) v (0,s) = J((/)„)(0,a). 

La premiere egalite est triviale en utilisant les definitions et la deuxeme 
decoule directement de l'etape 3. 

Soit maintenant Q 3 une base standard generique de J(0, s) sur V(Q) 
relativement a l'ordre usuel de N. Soit h 3 le produit des coefficients 
privilegie modulo Q et soit b l'element de Q 3 dont l'exposant privilegie 
modulo Q est le plus petit (ou dit plus simplement, dont le degre en s 
modulo Q est le plus petit). 

Lemme 5.5. Pour toutV G V(Q)\V(h h2h 3 ) , (b )p engendre (J(0, s)J. 
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Ce lemme decoule du corollaire 13.101 Afin de poursuivre dans de 
bonnes conditions, nous avons besoin du 

Lemme 5.6. II existe bo(s) unitaire et a racines rationnelles tel que 

b (s) - cp(6o(s)) • b (s) G Q[s]. 

Demonstration. Par l'algorithme 14. 1[ nous savons que pour tout yo G 
Y, le polynome de Bernstein de f(x, yo) (qui est a racines dans Q) a les 
memes racines que le generateur de J(f{x, yo))(0, s). Ainsi d'apres ce 
qui precede, pour tout y dans un ouvert de Zariski de V m (Q), (b )\ yo 
est a racines dans Q. On peut done appliquer le lemme de rationalite 
15.31 ce qui nous fournit bo G Q[s] unitaire verifiant la relation bo(s) — 
cp(b (s))-b (s) G Q[s]. En specialisant encore dans un ouvert de V m (Q) 
on montre que ce bo est a son tour a racines rationnelles. □ 

Notons qu'a ce stade de la demonstration, nous savons que pour un 
V generique dans V(Q), les racines du polynome de Bernstein de (f)-p 
(qui sont celles de bo(s)) sont rationnelles et constantes. En particulier, 
le point (i) du theoreme U est acquis. 

5.3. Fin du parcours : l'etape (5). Pour le moment, nous savons que 
pour tout V G V(Q) \ V(h h 2 h 3 ), les polynomes suivant sont egaux : 

- le polynome bo (a racines rationnelles) obtenu dans le lemme precedent, 

- le polynome qu'on note b ((f)v) qui est celui qu'on obtient a 
l'etape (a) de Falgorithme 14. II applique a (f)-p. 

Au passage, introduisons quelques autres notations. Soient s\, . . . , s m G 
Q les racines de bo- Pour chaque i, et chaque V comme au dessus, on 
note fii(V) et h(V) les entiers obtenus dans l'algorithme HH] applique 
a (f)-p. 

On sait deja que les HiiV) sont generiquement constants et tout ce 
qui nous reste a faire, e'est de montrer qu'en excluant une nouvelle 
hypersurface de V(Q), les h(V) sont aussi constants. 

Fixons i G {l,...,m} et posons //j = /ij(Q) et k = k(Q). Main- 
tenant, pour tout entier I avec fa < I < k, considerons l'ideal J(i, I) 
dansC[[x]][s][C] : 

J(i,l) = C[[x))[s)[() -C-J + C[[x)][s)[Q ■ (1 - C) ■ (s - s t y. 

Pour tout /ij < I < k, soit une base standard generique de 

J{i,l) sur V(Q) relativement a un ordre qui elimine la variable (. No- 
tons h't le produit des coefficients privilegies modulo Q des elements 
des I) pour I = fa, ... ,1^. Finalement soit Q'(i, I) les elements dont 
le terme privilegie modulo Q est independant de (. 

En utilisant le lemme on a : pour tout P £ 7(Q) \ V \h h2h 3 h' i ) , 
(G'(i,l))p engendre 

(J(i,l)) v nF(P)[[x]][s] = (c-(J)v + {l-C)(s-8i) l )n^V)[[x))[a) 

= (j) v n(F(r)[[x]][s].(s- Si y). 
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Ainsi, pour les merries V, ~P - ' engendre (J)v '■ (s — Si) 1 . 

[s - Si) 1 

Remarque 5.7. Soit P G Q'(i,l) alors le diagramme de Newton de 
{P) Q est egal a A/" modQ (P). Or j^{P)q est dans ^(Q)[[x]][s] (i.e. 
n'a pas de pole en s = Si) done il existe un unique couple (P l , P 2 ) avec 
P 1 G (C\Q)[[x]][s] -{s-Si) 1 etP 2 G Q[[x}}[s}[(] tel que P = P 1 + P 2 . 
lei, (C \ est le sous- ensemble de C[[x]][s] dont les elements 

ont leur coefficients dans C \ Q. 

• Montrons que, pour V G V(Q) \ V {h^h^) , k{V) >k = k{Q). 
Par l'absurde, soit / < U pour lequel il existe un element dans (J)v '■ 
(s — st) 1 qui ne s'annule pas en (x, s) = (0, Sj). Cela signifie qu'il existe P 

dans Q'(i, I) tel que ( -y ) (0, s«) ^ (voir les remarques a l'etape 

V(s — Si) 1 ) v 

(5) de ralgorithmeEU). OrQcP done ( -. P (0, s<) ^ 0. Cela 

V(s - Si) 1 J Q 

contredit la propriete de minimalite de k(Q). 

• II nous reste a montrer l'inegalite reciproque. Pour cela, nous allons 
exclure une derniere hyper surf ace. 

Par definition de k = k(Q), il existe P dans Q'(i, k) tel que 

( — ) (0, sA 7^ 0. Pour un tel P, notons 

V Is — Si) 1 / Q. 



K= P (0, gi )GCxQ. 



Voir la remarque ci-dessus pour la definition de P 1 . Pour tout V G 
V{Q)\V{h Q h 2 h z h! i h![), ( ) (0, Si ) + 0, ce qui implique k{V) < 

\[S — Si) 1 / v 

k. 

Bilan : 

Si on note h! le produit de h h 2 h 3 , des h[ et des h'-, alors pour tout 
V G V(Q) \ ^(ft-')' le polynome de Bernstein (formel) de (f)v est 
constant. Le point (iii) du theoreme [T] en decoule puisque le polynome 
de Bernstein analytique de f y est egal a son homologue formel [BM90 . 

6. L'assertion (ii) du theoreme [T] 

Si c(s) G C[s] satisfait ((TJ) alors une specialisation en un y generique 
de V m (Q) nous dit que c(s) est un multiple de b(s) (ceci grace a (iii)). 
Ainsi pour demontrer (ii), il suffit de montrer que b(s) satisfait (JTJ). 

Soit Q une base standard generique de J 2 (cf. pagelTTj) sur V(Q) pour 
un ordre -< quelconque (on demande juste que le theoreme de division 
dans Z> n (k)[s] par rapport a cet ordre existe). Notons c le produit des 
coefficients privilegies modulo Q de Q. Par construction, on sait que 
b = (6)q appartient a (^2)2- On peut done effectuer la division modulo 
Q de b par Q dans X> n (CV)[s], division dont le reste est nul modulo Q 
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par le corollaire 13.61 Ainsi : b(s) G 1% + T> n (Q)[s]. En appliquant b(s) a 
f s , on obtient une equation fonctionnelle 

b(s)f = P (s)f s+1 + P 1 (s,d t )f s 

oh Po(s) appartient a X? n (0y [c -1 ]) [s] et Pi(s,d t ) a V n (Q[c~ 1 ]){s,d t ). 

A partir de cette equation, nous allons faire un passage du formel a 
l'analytique en nous inspirant de [BM90J. 

Onconsidere V n (Oy [c -1 ]) [s}f s+1 et V n (Q[c~ 1 ])(s, d t )f s dans la somme 
directe suivante 

l>0 

ou Co = / s et £, = (s - I + 1) • • • sf s ~ l pour I > I. 

L'action de T> n (Oy[c~ 1 ])(s, d t ) se resume a : pour u G Oy [c _1 ][[x]], 

- <9 t ■ u& = 

- s ■ u£i = lu£i + ufCi+%. 

Maintenant, soit d le maximum des entiers deg s (6(s)), deg^ s (P (s)) 
et deg dx S Q t (Pi(s, d t )). Au vu des trois identites ci-dessus, l'equation du 

debut a lieu dans ^-J^ ^y[ c_1 ][N]6- Remarquons des a present que : 

0<l<d 

6(a)/' G Ozfr 

0<l<d 

Ecrivons P (s) = ^V^,k)d p x s k avec V (j3,k) G £>y [cT 1 ] [[x]]. Pour 
chaque (f3,k), ecrivons d x s k f s+1 = </>q(/3, k, l)&. Remarquons que 

0<l<d 

les <fio(/3, k, I) sont dans Oz- 

De meme, on ecrit Pi(s,d t ) = fc, s fc c^ avec Vi(/3, fc, z/) 

dans Q[c _1 ][[z]] et pour chaque (J3, k, is), d p x s k d u t f s = MP, k , v, 

0<l<d 

Les 4>i(P, k, u, I) sont aussi dans Oz- 

Maintenant, si on note K le nombre de Vp t k, Vq G [Oy l c ~ 1 }[[ x }}) K ° 
le vecteur forme de ces derniers et $o la matrice Kq x d formee des 
4>o(P, k, l) alors on peut representer P (s)f s+1 sous la forme $o(Vo). 

On definit de la meme maniere K u V 1 G {Q[c~ 1 ][[x]]) Kl et $ i [ ma- 
trice de taille K\ x d) et on a : Pi(s,d t )f s s'identifie a $i(Vi). 

Notons que les matrices $ et $i son t a coefficients dans Oz C 
Cz[c _1 ] ce qui nous permet de definir les applications Cz[c _1 ]-lineaires : 

- d>' : (O z [c-i]) K ° - (Oz[c^]) d 

- *i : [Ozic- 1 ] ■ Q) Ko - {Oz[c^]) d 
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donnees respectivement par les matrices en question. 

Enfin, notons W G (Oz) le vecteur representant b(s)f s dans la base 

£o, • • ■ , £z- Remarquons qu'on peut voir W dans (Oz[c~ 1 \) d ■ 

Maintenant, soit q > un entier quelconque. Considerons la tronca- 
ture de Vb a l'ordre q, i.e. ecrivons Vo = Vq + V " ou V ' G (Oyfc -1 ]^])^ 

est de degre (en x) plus petit que q, et V^" est dans m q ■ (Oy[c~ 1 }[[x\\) K ° 
ou m designe l'ideal de Oy[c _1 ][[i]] engendre par les Xj. Le point cle 
est que V ' est dans Oz\c~ x \. 

Faisons de meme pour V\ = V{ + V" avec VI G {Q[c- 1 ][x}) Ko et 
V{' G ■ (OyIc- 1 }^}})* . On a que V( appartient a Cz^ 1 ] ■ Q. 

L 'equation fonctionnelle de depart se traduit alors par les egalites 
W = % ■ V + $a ■ V x 

= % ■ v ' + $; • + $ • v " + $x • y/'. 

Or W et • y ' + $i • VI sont dans (Ox[c^]) d done $ ■ K)" + $ i • v i 
appartient a [Oz[c~ 1 ]) d et sa valuation en x est au moins q. 
Si on note w! l'ideal de Oz[c^ x } engendre par les Xi, on obtient 

W G Im($' ) + Im($' 1 ) + (m') 9 ■ (0 z [cT 1 ]) d . 

Rappelons que Z est un polydisque compact et done que C^[c _1 ] est 
noetherien. Appliquons le theoreme d'intersection de Krull (voir [Eis95, 
page 150]). II existe p G ml tel que 

(l+p)W G Im(& ) + Im($ / 1 ). 

En remontant la construction, cette egalite se traduit par : 

(1 +p)b(s)f G O z [c- l \(d x )[s\ ■ f s+1 + [Ozlc- 1 ] ■ Q)(d x )(s,d t ) ■ f. 

On multiplie alors par une puissance k assez grande de c pour chasser 
les denominateurs et Ton pose h = c k (l + p), ce qui fournit la relation 
cherchee. 
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